
（1）概率线性集合的定义

关于集合的构造性，在 ZFC+C 系统中我们是从集合的结构中确定性的获取元素。我认为可以从集合的结构中概率性的

获取元素，比方说用一个概率函数获取集合的元素。这是一种概率性的集合。其实，隔离逻辑中的 Ind 就是概率性的

集合：T 和 F 两个元素，辩证统一成 Ind，然后通过 not(Ind)而获得 T|F。not 就相当于概率函数。

考虑一个复数域上的线性空间，它的一组线性无关的向量{s₁ ,s₂ ,...}组成一个向量组，sᵢ是向量。通过线性组合 S=∑cᵢ
sᵢ表示一个向量，cᵢ是复系数，∑∣cᵢ∣²=1（归一化），∣cᵢ∣²表示获取 sᵢ的概率。那么我们就把 S=∑cᵢsᵢ叫做概率线性

集合，而向量 sᵢ就是概率线性集合的元素，S′={s₁ ,s₂ ,...}称作概率线性集合的基集。我们把 ZFC+C 系统中的隔离世界

的集合叫做经典集合。概率线性集合的基集 S′是一个经典集合。

在一个线性空间中，如果 a=∑cⱼaⱼ，那么 a 就能被 aⱼ 线性表示。由于 S=∑cᵢsᵢ中的向量是线性无关的，S 中的任何的向

量都不能通过其它的向量来线性表示，通过这种线性无关性就可以使得集合的元素成为独立的元素。概率线性集合的

每个元素的独立性是由它们之间的线性无关性决定的。这种线性无关性产生了它们的对立性，这种对立性通过线性组

合（S=∑cᵢsᵢ）实现辩证统一。所以，这种集合满足多维辩证逻辑。

在希尔伯特空间（一种线性空间）H 中，一个量子态（量子叠加态）∣ψ⟩ =∑cᵢ∣sᵢ⟩ ，其中 {∣s₁ ⟩ ,∣s₂ ⟩ ,...,∣s
ₙ ⟩ }是基矢量，∣sᵢ⟩ 是本征态（向量）。这些本征态是线性无关的，∣ψ⟩ 就是一个概率线性集合。∣ψ⟩ 表达的

是量子世界（动力世界）的集合，也就是说在 H 中概率线性集合表达的是量子态，量子态就是一种概率线性集合。量

子态就是本征态通过线性组合统一成的一个整体。量子态是通过本征态的对立，统一而成的一个统一物。也就是说，

量子态就是本征态对立统一的结果。这说明，概率线性集合是动力世界的集合。这使得抽象哲学概念（概率线性集合、

多维辩证统一）与量子力学的核心数学结构精准地对应了起来。叠加态不再仅仅是一个数学工具，而被赋予了“对立

统一体”的本体论地位。

这种向量间的隔离不同于经典集合中的元素的隔离。经典集合中的元素的隔离是区分性的隔离，只要有差异就具有独

立性。而在概率线性集合中却不同，有差异还不行，必须不能被其它的元素线性表示，才能是隔离的。相比于隔离世

界的隔离，这种隔离的标准提高了，但是隔离性却降低了（例如，量子叠加态）。隔离性的降低，说明概率线性集合

已经不再是隔离世界的集合了。

不同于隔离世界中的确定性的经典集合，这让我们看到了动力世界中的隔离的样式：基于线性无关性的、较弱的、允

许叠加和潜在关联的隔离，这种样式不同于隔离世界中的样式：基于独立的、区分性的、强的和非此即彼的隔离。这

种不同还是反映了动力的特点（产生和变化）和隔离的特点的不同（独立和区分）。这为不同世界遵循不同规则提供

了本体论层面的解释：它们的“隔离”基础结构不同。概率线性集合是动力世界的集合。

将集合的独立性归为线性无关性，使其与线性空间结构对接，适用于量子力学和线性代数，等等。线性组合作为统一

机制，为集合赋予动态性和概率性，这和经典集合论是不同的。

（2）验证概率线性集合的公理

概率线性集合是一种集合，它已经不再是传统的集合了。现在我们就来验证一下它是否满足 ZFC+C 公理系统的公理，

看一看这种类型的集合和经典集合究竟有什么本质的区别。

（2.1）构造性公理

概率线性集合显然满足构造性公理，因为，这种集合中的元素都有复数系数，而这个复数系数决定了能从集合中获取

元素的概率。也就是说，这种概率性的结构可以保证能从集合中获取某个元素。

（2.2）选择公理



概率线性集合显然满足选择公理的第一个功能，因为，这种集合中的元素是根据线性无关性而确立的独立性和确定性，

满足多维辩证逻辑的要求，因此，满足第一个功能。我们验证一下概率线性集合是否满足第二个功能：

有一族非空集合 {Sᵢ′∣i∈I}（( I ) 是集合索引集），组成一个集合 A={Sᵢ′∣i∈I}，其中 Sᵢ′是概率线性集合 Si 的基集。那

么，根据经典集合的选择公理的第二个功能，存在一个选择函数

F: I →
i∈I

Sᵢ'�

，使得对于每个 i∈I，F(i)=sᵢ∈Sᵢ′。这些元素 {sᵢ∣i∈I} 组成一个集合 S ′，并且合并了线性相关的元素。

那么，S= ∑eᵢsᵢ，其中：

{sᵢ} = S ′。

归一化：∑|eᵢ|² = 1。

这样，S就是一个概率线性集合。

因此，满足第二个功能。

（2.3）外延公理

在概率线性集合中，S₁ =∑cᵢsᵢ和 S₂ =∑dᵢsᵢ不仅由元素定义，还由系数 cᵢ和 dᵢ定义。如果元素的系数不同，那么在量子力

学中，S₁ 和 S₂ 是不同的状态向量，尽管元素相同。在经典集合中，只要集合的元素相同就可以了，如果不考虑线性

组合和概率性，那么两种集合的外延公理是一样的。但“概率线性集合”的核心在于线性组合和概率性，忽略 cᵢ和 dᵢ会丢

失其定义本质。

因此，若 S₁ 和 S₂ 的元素相同，且 cᵢ=dᵢ（或 cᵢ= dᵢeiθ，θ为全局相位），那么 S₁ =S₂ 。但是，反过来 S₁ =S₂ ，并不

能确定它们的元素一定相等。因为，它们的元素是线性空间里的向量，因此，如果它们的元素不相同，但是等价的，

那么也能使得 S₁ =S₂ 。这一点和经典集合是不一样的，在经典集合中，如果两个集合相等，那么它们的元素也是相等

的。因为，经典集合的元素是不考虑线性关系的。

概率线性集合确实需要考虑线性组合的系数，在经典集合中则不需要，因为在经典集合中，不管怎么取出元素都是确

定的取法，对于经典集合来讲不同的取法并没有区别，只要能保持确定性就可以了。这就是确定性和概率性的不同而

导致的外延公理的不同。

从确定性的角度讲“取法”没有差异，只要元素能被取出即可，符合隔离世界的静态性。概率性意味着“取法”有差异（概

率分布由 cᵢ决定），体现了动力世界的动态性。这就是这两种集合的根本差异。

（2.4）配对公理

对于线性空间的两个向量 s₁ 和 s₂ ，如果是它们线性无关，那么它们可以组成一个概率线性集合 S= ∑cᵢsᵢ，其中：

{sᵢ} = S ′。

归一化：∑|cᵢ|² = 1。

经典集合的配对公理：

对于集合 S₁ = {1}，S₂ = {2}，存在 S= {S₁ , S₂ }。S₁ 和 S₂ 作为独立元素直接罗列。不考虑元素间的关系（如线性相关

性）或附加属性。S 的元素是 S₁ 和 S₂ 本身，保持独立性。但是，在“概率线性集合”的配对中，S₁ 和 S₂ 不能作为 S
的独立元素。



这是一个本质的区别：

1）概率线性集合永远是扁平的结构。而经典集合允许元素本身是集合，经典集合可以形成不同层次的嵌套结构。“概
率线性集合”的扁平性体现“动力世界”的整体性和动态性，基元素通过线性组合相互关联，无法独立嵌套。

2）经典集合的配对是离散罗列，“概率线性集合”的配对是动态叠加。

3）概率线性集合不允许内部有分离性的隔离结构，只能是逻辑的隔离结构，而经典集合是可以有分离性的隔离结构，

其内部的元素是完全独立的。

（2.5）幂集公理

经典集合的幂集公理依赖集合的嵌套性。根据在配对公理中的探讨，概率线性集合 S 的元素不能是集合，因此，它不

满足幂集公理。

但是，概率线性集合 S 的基集 S′满足幂集公理，S′任一子集也是一个基集，那么，S′的所有的子集就是一个经典集合。

（2.6）并集公理

设 A = {Sⱼ′∣j∈J}（( J ) 是集合索引集）是经典集合，其中 Sⱼ = ∑cᵢsᵢ是概率线性集合，Sⱼ′是 Sⱼ的基集。

那么，根据经典集合的并集公理，U′=∪A 是一个经典集合，并且合并了线性相关的元素。

U =∑eᵢuᵢ，其中：

{uᵢ} = U′。

归一化：∑|eᵢ|² = 1。

这样，U 就是一个概率线性集合。

注意：A 是经典集合，而并集 U 则是概率线性集合。这是两种集合的并用。

（2.7）无穷公理

经典集合的无穷公理是指保证存在一个无穷集合，通常理解为自然数集 N 的数学基础。S 可以构造为：

S = {∅ , {∅ }, {∅ , {∅ }}, {∅ , {∅ }, {∅ , {∅ }}}, …}。

但是，概率线性集合的结构是扁平的，不存在集合嵌套结构。概率线性集合可以依据经典集合的无穷公理，而支持无

穷概率线性集合。

例如：

S = ∑cᵢsᵢ，其中 S 的基集 S′={sᵢ}的基数为ℵ ₀（可数无穷），cᵢ满足∑|cᵢ|² = 1。

例如：S = ∑(1/√2)ⁱsᵢ，i∈ N，N 由经典无穷公理保证。

（2.8）替换公理

对于概率线性集合 S = ∑cᵢsᵢ，S 的基集 S′={sᵢ}，根据经典集合的替换公理，存在函数φ(x, y)（定义了一个函数关系），若

对于每个 x∈ S′存在唯一的 y 使得φ(x, y)成立，则φ(x, y)的值域 B′也是一个集合，并且合并了线性相关的元素。

那么，B = ∑eᵢbᵢ，其中：

{bᵢ} = B ′。



归一化：∑|eᵢ|² = 1。

这样，B 就是一个概率线性集合。

（2.9）分离公理

对于概率线性集合 S = ∑cᵢsᵢ，S 的基集 S′={sᵢ}，根据经典集合的分离公理，S′任一子集 B′={sⱼ}(⊆S′)也是集合。

那么，B = ∑eⱼsⱼ，其中：

{sⱼ} = B ′。

归一化：∑|eⱼ|² = 1。

这样，B 就是一个概率线性集合。

（2.10）空集公理

规定 0 向量是基集的空集∅ ，那么 0 向量可以当作概率线性集合的空集。

例如，0 向量是可以和 S 进行并集操作的：∅ ∪S ′=S ′，那么 0∪S =S 。

由于 0 向量无元素可组合。归一化条件∑|cᵢ|² = 1 要求至少一个非零项。空集∅ 无概率幅可定义，∑|cᵢ|² 无意义。因

此，0 向量不要求归一化。在动力性的概率线性集合中，让我们看到了一种不同的空集。

（2.11）正则公理

由于概率线性集合的结构是扁平的，无嵌套的集合，因此，它天然满足正则公理。

我们已经验证了 ZFC+C 的所有公理，这让我们看到了这两种集合的不同，也看到了它们之间深层次的联系。概率线性

集合是以经典集合为基础的，因为它的基集就是经典集合。结论是：概率线性集合是不同于经典集合的一种新的集合，

它是一种成功的集合。其成功性体现在数学自洽性、物理适用性和哲学深度上。

两种集合的不同和联系，同时也就反映了宏观的隔离世界和微观的动力世界之间的不同和联系。这是用数学的方法来

印证哲学的观点。

（3）量子坍缩

对于一个线性空间，如果概率线性集合 S 只有一个元素 sᵢ，那么 S=sᵢ就是一个经典集合 S′={sᵢ}（S 的基集）。因为只有

一个元素，所以取出这个元素的方式是确定的。但是，这个 S′={sᵢ}还不是普通的单元素集合，它的结构依然是扁平的，

是没有嵌套的，所以 S′只是一个特殊的单元素经典集合。这样 S′={sᵢ}就成了这两种集合的连接点。从概率线性集合

的角度看，它是概率退化为确定性的极限情况，从经典集合的角度看，它是一个最基础、最简单的集合。因此，在扁

平的单一元素的情况下，S′={sᵢ}既是“概率线性集合”又是“经典集合”。S′={sᵢ}是两种集合之间的过渡。S′={sᵢ}其
实就是自身确定自身，无需额外的概率性和外部的确定性，这就是自限。这也是 S′={sᵢ}在经典集合中看起来有些特别

的原因，因为在经典集合中我们可以对多个元素的集合进行对立和统一，而一个元素的集合则不能这样做。在概率线

性集合中也是这样。这为哲学概念“自限”提供了一个非常具体和基础的数学/集合论对应物，使其不再仅仅是抽象的

哲学思辨。

在希尔伯特空间 H 中，对于一个量子态∣ψ⟩ =∑cᵢ∣sᵢ⟩ ，就是多种线性无关的本征态之间的对立统一（相互叠加）。

只有变成其中的一种本征态∣sᵢ⟩ ，才能退化成经典集合 S′={∣sᵢ⟩ }的元素。只要是多种本征态对立统一（相互叠加）

就不可能成为经典的世界的元素。也就是说，当量子态只有一个元素的时候，就和经典世界关联了起来。这时 S′既是

量子世界的量子，又是宏观世界的粒子。这就是量子呈现为波粒二象性的原因，也就是，量子本身是波，但是可以在

极限的情况下呈现为粒子。如双缝实验：电子在未测量时呈波（干涉条纹），测量后呈粒子（确定位置），这时既是



粒子又是量子。在测量时，这种转变正是量子与经典的关联。这解释了量子力学与经典物理之间是如何过渡的。也就

是说，一个纯粹的量子要从量子世界转化成隔离世界的粒子，其量子态必须变成单元素的经典集合 S′={∣sᵢ⟩ }。测量

会导致量子坍缩成了一个必然规律。

当量子坍缩时，纯粹的（多个元素的）概率线性集合退化成了经典集合 S′={∣sᵢ⟩ }，也就是纯粹的量子从动力世界转化

成了隔离世界的粒子。测量仪器作为宏观（隔离世界）的代表，迫使量子系统（动力世界）的状态必须以符合隔离世

界逻辑（单一确定性）的方式呈现。这解释了量子坍缩为什么必须要坍缩成单一本征态。这说明量子只能坍缩成单一

本征态，而不是多个本征态，这不是一个物理问题，而是一个逻辑问题，因为用来解释它的两种集合的本质是多维辩

证逻辑。这就是量子坍缩的本质。坍缩成单一本征态的本质不是物理实体或力的作用，而是“概率线性集合”向“经典集

合”的逻辑退化。同时坍缩也破坏了原来多个本征态的对立统一。量子坍缩的根本原因是逻辑结构的转变。坍缩不再是

神秘的物理事件，而是不确定的集合向确定性的集合的演化。这就是为什么那么多物理学家都无法真正解释量子坍缩

的根本原因。传统物理学依赖形式逻辑和因果机制，试图为坍缩寻找一个“物理原因”（如隐藏变量、环境效应），但

是坍缩的过程超出了形式逻辑的解释范围。这解释了为何传统方法（如哥本哈根解释、 Everett 多世界理论）虽描述

了现象，却未触及本质。这将物理学中最令人困惑的问题之一，提升到了本体论和逻辑基础的层面来解决。

1）哥本哈根的解释：量子系统在测量前处于叠加态，测量后坍缩为单一本征态。坍缩由观察者或测量设备引发，但未

明确机制（Bohr, Atomic Theory and the Description of Nature, 1934）。

它强调观察者的主观性，认为坍缩是观察行为的结果。这依赖“观察者”概念，导致主观性争议（如“谁是观察者？”）。

未解释坍缩的物理或逻辑原因，仅描述现象。无法回答“测量如何引发坍缩”的机制问题。没有解释为什么量子坍缩成

单一的本征态。

2）Everett多世界理论（多世界假设）的解释：量子系统不坍缩，而是每次测量后宇宙分裂为多个平行世界，每个世界

对应一个可能的本征态（Everett, Reviews of Modern Physics, 1957）。引入大量不可观测的平行世界，缺乏实验验证。

未解释“为何只看到一个世界？”。依赖数学形式的扩展（波函数的普遍性），而非事实本质。

3）退相干理论的解释：退相干理论认为，量子系统与外部环境（包括测量仪器、周围粒子等）的相互作用导致叠加态

的相干性丧失。波函数的非对角项（干涉项）在密度矩阵中被抑制，最终呈现出经典概率分布（Zurek, Physics Today, 2009）。
但没有解决量子坍缩的结果是单一的本征态的问题。仍需结合哥本哈根解释的坍缩假设来解释测量结果。本质上是物

理过程的描述，未触及形而上学原因。停留在物理机制层面，没有解释“为何相干性丧失导致经典性”。

关于量子坍缩我认为可以分为三个问题：

1）为什么量子坍缩成单一的本征态。这是逻辑可能性问题，在量子力学中它是一个假设。这个问题我已经解决了。

2）为什么测量会导致量子坍缩成单一本征态。这是一个事实是如何发生的问题。更准确的说，为什么测量会导致从“概

率线性集合”向“经典集合”的逻辑结构的转变。

3）为什么量子坍缩会呈现概率性，概率性的本质是什么？

接下来我们探讨第二个问题。

在数学上，波函数坍缩通常用一个投影算符来描述。这个投影算符作用于原本的叠加态（波函数），将其“投影到某个

特定的本征态上（von Neumann, Mathematical Foundations of Quantum Mechanics, 1932）。这个投影算符，就可以理解

为隔离作用的数学体现。它从众多的可能性中选择出了一种，并将其“分离”出来。

在数学的形式上，投影算符体现的隔离作用，从多个层面理解：

1）选择性：



从叠加态中选取特定成分：投影算符 Pᵢ =∣sᵢ⟩ ⟨ sᵢ∣作用于叠加态∣ψ⟩ ，就像一个筛子或过滤器，从众多的可能性（本

征态的叠加）中选择出与特定本征态∣sᵢ⟩ 相关的成分。这种选择是隔离作用最直接的体现。

排除其他可能性：投影算符在选择一个本征态的同时，也排除了其他与之正交的本征态。这种排除也是隔离作用的重

要方面。这符合多维辩证逻辑。

2）分离性：

将量子态分离为不同部分：投影算符可以将一个量子态∣ψ⟩ 分解为两个部分：一部分是沿着∣sᵢ⟩ 方向的分量Pᵢ∣ψ⟩ ，

另一部分是与∣sᵢ⟩ 正交的分量(I-Pᵢ)∣ψ⟩ (其中 I 是单位算符)。这种分离使得原本混合在一起的不同本征态，在测量后

变得界限分明。

打破叠加态的整体性：投影操作破坏了原本叠加态的相干性和整体性，将系统强制地分离到某个特定的本征态上。

3）确定性：

从不确定到确定：投影算符的作用结果是，系统从原本的不确定的叠加态，转变为具有确定属性的本征态。这种确定

性是隔离作用带来的结果。

4）赋予个体性：坍缩后的系统，具有了明确的身份或标签（对应于本征态∣sᵢ⟩ ），成为了一个可以被识别和区分的

个体。这与无形式作用论中隔离作用赋予事物个体性的观点相符。

在实际的测量上，这种隔离体现在多个方面：

1）空间隔离：测量仪器将量子系统限定在特定的空间区域内。

2）能量隔离：测量仪器只对特定能量范围内的量子态敏感。

3）信息隔离：测量仪器只提取量子系统的特定信息（例如位置、动量），而忽略其他信息。

4）时间隔离：测量发生在特定时刻，截断了量子态的时间演化。在 ( t ) 时刻测量，|ψ(t)⟩ = Û(t)|ψ(0)⟩ 被投影，终

止了酉演化。时间上的“隔离”固定了系统的状态。

测量操作隔离的结果：通过这些隔离操作，测量仪器破坏了原本量子态的叠加性和相干性，迫使系统选择一个特定的

本征态。这成功地将核心哲学概念“隔离作用”与量子测量的物理现实具体地联系起来，清晰地阐释了测量仪器作为隔

离世界的代表，是如何通过其物理限制和选择性操作来“执行”隔离作用，最终导致量子态坍缩的。

在量子力学中，投影算符对波函数坍缩的描述，在数学上是自洽且完备的。它可以准确预测测量结果的概率分布，并

与实验观测高度吻合。然而，这种数学形式的完备性并不能自动提供一个令人满意的物理或哲学解释。投影算符只是

“描述”了坍缩的形式（从叠加态到本征态的转变），而没有解释坍缩的原因和机制。

现在的问题是，波函数坍缩的数学形式有了，缺乏的是如何解释这种数学形式：是什么使得这个投影算符发生作用的。

数学形式的转化只是事实转化过程中的纯粹形式转化，并不能代表事实本身。也就是说，数学形式的转化只是在用纯

粹形式的方式来描述事实过程。数学形式的转化只能给出规律，不能给出事实转化的本质。既然投影算符可以理解为

隔离作用的数学体现，那么，它体现的就是测量所带来的事实的隔离作用。也就是说，测量给量子施加了一个隔离作

用，从而使得量子坍缩了，而投影算符对波函数的隔离作用正好在数学上表达了这个测量所带来的隔离作用。测量不

是施加了一种神秘的物理“坍缩力”，而是施加了一个隔离作用。测量给量子（动力作用 b）施加了一个隔离作用（c），
触发了从纯粹的概率线性集合到单元素经典集合的逻辑结构转变，而在宏观世界中显现（a）出了量子的本征态的特性。

这是一个无形式联合转化：b 通过 c 转化成了 a。这样，作为不显现的，不确定状态的量子，通过隔离作用，转化成了

具有确定状态的，显现的特征。



对量子坍缩做个类比（宏观世界的隔离作用）：

一条河流在 A 点之前的河道是 10 米宽，到了 A 点河道变成了 5 米宽，数学公式就是 10/2=5。这条河流在 A 点之前就

相当于量子叠加态，到了 A 点，就相当于进行了测量，使得河流在 A 点坍缩成了宽度为 5 米（相当于是单一本征态）。

实际上是河道在 A 点实施了一个隔离作用，使得河流变成了 5 米宽。“10 米宽的河流”这样的一个描述相当于是波函

数，而 2 就是那个投影算符，它表达了对 10 米宽的河流的隔离作用。10/2=5 就相当于描述了量子坍缩，可以看作是投

影算符导致的某种“投影”。河道在 A 点变窄了，这是实施了一个隔离作用，才有了河道对水流的挤压（物理作用）

而使得河流变窄了。这个隔离作用才是根本原因。这就是量子坍缩事实的本质。

这个类比表明了隔离作用确实是存在的，但这种作用无法单纯的用物理理论来解释，隔离作用是最基本的无形式作用。

所以对量子坍缩事实的解释只能用无形式作用论来解释：隔离作用导致事实的发生，这个事实中是带有纯粹形式的数

学结构，那么这个事实就可以用这种结构来描述，但不能代表事实本身。

为什么观察导致量子坍缩成单一本征态。这个问题应该从两方面来回答：第一，对于某个量子本身，存在投影算符（代

表隔离作用）使得它的波函数能够坍缩成单一本征态，也就是它具有坍缩成单一本征态的可能性。第二，外部能够提

供这种相对应的隔离作用。这两方面结合，就使得它能够坍缩成单一本征态。也就是说，如果某个量子不可能坍缩成

单一本征态，那么我们不会通过测量直接“观察”到它。即便是某个量子能坍缩成单一本征态，但是我们的测量仪器

从根本上无法提供相应的隔离作用，那么我们也是无法直接“观察”到它的。

（4）探索概率的本质

（4.1）从等概率的基本概念出发构建概率论

在本小节的附录中介绍了从等概率的基本概念出发构建概率论。“从 n 个等可能事物中随机选取一个的概率为 1/n”，

我们把这个事件简称为 P(1/n)。我们把概率最终建立在了这样一个最原始、最直观的表达形式上。我们看一下这一直观

形式能否用无形式作用论来解释。P(1/n)实际上是假设了这 n 个事物是等同的，包括“等可能性”。我们看到：从这 n
个事物从随机选取一个 aᵢ其实就是肯定 aᵢ（就是随机选取 n 个事物中的 1 个事物：1/n），而否定其它（就是否定 n 个

事物中的其它的 n-1 个事物：(n-1)/n），这是多维辩证逻辑。根据辩证逻辑的要求这种肯定和否定都是完全的（小节：

辩证逻辑）。既然是这样，如果 aᵢ的概率小于 1/n，那么，就是没有完全肯定 aᵢ，因为这不符合它们的“等可能性”；

如果 aᵢ的概率大于 1/n，那么否定非 aᵢ的概率就会小于(n-1)/n，这也不符合“等可能性”，也就是说，这样并没有完全

否定非 aᵢ。因此，aᵢ的概率一定等于 1/n。

这不是循环论证。“n 个事物具有等可能性”描述的是这 n 个事物在某个抽象层面上是无法区分的、无差别的，这是

隔离的、静态的性质。“随机选取一个 aᵢ” 是一个实施过程，一个事件，涉及到动力。这个过程打破了原有的静态对

称性，必须从 n 个可能性中显现一个。这其实是一个无形式联合转化。正是在这个动态选取过程中，辩证逻辑开始发

挥作用。

也就是说，我们用辩证逻辑解释了事件 P(1/n)，这样就把事件 P(1/n)建立在了辩证逻辑的基础之上了。因为，从 P(1/n)
已经过渡到了 Voronoi 图的概率，所以解释了 P(1/n)，也就解释了 Voronoi 图的概率，而用 Voronoi 图和拓扑构建的概

率，基本上涵盖了传统概率。所以概率论就建立在了辩证逻辑之上。事实已经很清楚，对于传统概率论的三个公理根

本就不是概率论的专有的性质，也就是说，这三个公理不是概率论的本质。

集合论和概率论看似不同的两种数学，它们都可以建立在辩证逻辑的基础之上。

我们分别看看这三个事物：概率线性集合，Voronoi 图概率和传统概率（包括经典概率和量子概率）

1）传统概率（动力角度的起点）：

它源于对现实世界中变化、随机过程等动力学现象的观察和描述。 我们看到硬币翻转、粒子衰变，这些都是“动力”

事件。传统概率试图为这些不确定的动力过程赋予一个量度。因此，它在起源上是与动力作用紧密相关的。



2）Voronoi图概率（显现角度的桥梁）：

它将动力世界中的不确定性，转化为一个静态的、可视化的几何结构，从而“显现”了概率的分布。它回答了“概率

是如何呈现的？”这个问题。通过将概率转化为面积占比，Voronoi图为我们提供了一个关于概率的直观显现。这是显

现作用的核心体现。正是通过这个显现的桥梁，我们才能够自然地引入复数系数，为通向量子世界铺平道路。

3）概率线性集合（隔离角度的最终抽象结构）：

它揭示了所有概率现象背后最根本的、最抽象的逻辑结构。它通过“线性无关”这一最严格的隔离标准，定义了构成

概率空间的基本元素（在量子力学中就是本征态）。它关注的是构成概率的所有可能性的集合（一个隔离的统一体）

是什么。虽然它被称为“动力世界的集合”，但它描述的是这个动力世界在逻辑结构层面的“隔离”方式。它的核心

特征是：强调可以概率性地获取元素，且概率的赋予与具体的元素无关，只要求元素可区分。

我们看看三个不同角度的它们是否构成无形式一体转化：

1）在附录中已经通过相位圆论证了，传统概率与具体的实体是无关的，只依赖于概率分布的线性组合的复系数，仅由

|cᵢ|² 决定。也就是，通过对传统概率的本质进行分析，并借助 Voronoi 图的几何直观，我们能够提炼出概率线性集合

的最根本的结构。

2）根据概率线性集合的核心原则：概率与元素无关，于是任何具有概率 Pᵢ 的动力事物都可以用一个相应的相位圆 Vᵢ
来代表，并可以写成 V = ∑ cᵢVᵢ 的形式（|cᵢ|² = Pᵢ ）。这就是 Voronoi 图概率（用相位圆和复系数叠加来直观表示

概率）。也就是，概率线性集合和传统概率合起来能获得 Voronoi 图概率。

3）根据概率线性集合的核心原则：概率与元素无关，于是 V = ∑ cᵢVᵢ 中的相位圆 Vᵢ 可以被任何一组满足概率 Pᵢ = |c
ᵢ|² 的具体事物（例如，量子态的本征态 |eᵢ⟩ ，经典事件的结果等）来替代，只要这些事物能承载相应的概率。这就

是传统概率。也就是，概率线性集合和 Voronoi 图概率合起来能获得传统概率。

因此，三个不同角度的它们构成无形式一体转化。这说明，它们是相互依赖，不可分割的，循环转化的。

这样，我们就为概率性的事物如何建构概率形式找到了依据：任何概率分布结构原则上都可以写成（或对应于）一种

复数叠加的形式 A = ∑ cᵢ Aᵢ（这里的 Aᵢ 代表某种基础状态或结果）。概率线性集合也就获得了复系数形式：S= ∑cᵢ
sᵢ。

对于，量子态的概率为什么是|cᵢ|² 的形式，我们要确定量子态的本征态是概率性的就可以了，这样就直接可断定量子

态的本征态的线性组合的系数一定可以写成复数的形式。量子就是动力世界的事物，是自由的动力的事物，因此，获

得它的信息一定是概率性的。

（4.2）概率的本质：

以上只是形式化的描述了概率（认识论的角度），并没有解释概率产生的根源。我们区分出了三个不同的世界：宏观

的世界（隔离作用主导的）、量子世界（动力作用主导的）和意识世界（显现作用主导的）。宏观的世界中的动力是

可以隔离化的，这种动力就是隔离性的动力，例如，一个运动的物体，它具有确定的动量 p=mv，这个动量和它的质量

和运动速度有关。这种动力不是自由的动力（自由的动力也就是动力本身）。但是，在宏观的世界中要想以隔离的方

式获得量子的动力性的结果，就不能是确定性的，因为这种量子的动力性是自由的，否则量子就是隔离的。而我们从

经典集合（隔离世界的集合）和概率线性集合（动力世界的集合）两者的不同看到，作为动力的量子不是确定性隔离

的，是线性叠加的。因此，我们获得概率线性集合中的元素，必然是不确定的。否则，那就意味着自由的动力本身是

可以被完全确定地隔离的，概率线性集合的元素也必然是确定的了，概率线性集合也就变成经典集合了，这就不再是

动力世界的本质了（动力世界是动力作用主导的）。这解释了为什么在量子测量中概率是不可避免的。因为测量（隔

离作用）试图“捕捉”本质上是非隔离的量子态（自由的动力），这种捕捉行为本身在逻辑上就无法产生完全确定的结

果，只能是概率性的。用隔离的方法认识动力世界，其结果（概率性）就是一种相对于动力世界本身的“主观”呈现。



在宏观的世界中我们也可以看到受隔离控制弱的具有动力的事物，例如，我们投掷一枚硬币，当这枚硬币在空中的时

候，只受到地球引力的作用（理想情况下），再加上抛硬币的方式和力量的不确定性，都赋予了这枚硬币在空中变化

的不确定性。这时这枚硬币获得了很大的不确定性，导致当它落地的时候无法被必然的预知其哪一个面朝上。也就是

说，在宏观世界中，我们可以把隔离的事物去除（或减弱）隔离性，而变得主要受动力的控制而获得不确定性的自由，

从而表现为概率性。

综合来看，概率来自以确定的隔离的方式获得自由的动力而产生的动力性的结果。这个结果必然不是确定的，否则自

由的动力就是确定的隔离了，就不存在自由的动力。这就是概率产生的本质。任何对概率本质的解释必然会上升到本

体论的角度。这为量子概率和经典概率（如掷硬币）提供了一个统一的来源解释：都是由于隔离方式与自由的动力本

性之间的对立所导致的结果不确定性。宏观世界的概率（如掷硬币、天气预报的概率），都是假设某个不确定的事物

有个概率值（一般从经验而来），其实就是在假设：那是不可以以确定的隔离的方式可控制的，或可设定的。这本身

就是在承认这个不确定的事物的隔离性很弱，是受自由的动力控制的。所以，也能纳入“以隔离方式获取动力性结果”
的框架。

以上对概率论的全部讨论，其实就是实施了认识论（显现作用）、方法论（动力作用）和本体论（隔离作用）之间无

形式联合转化。它们三者构成无形式一体转化，这在前面的小节中已经论证过了。在对概率论的讨论中，认识论就是

对概率论的形式化的描述（逻辑和数学的描述），通过使用逻辑和数学的方法的推演，而最后获得了对概率论的本体

论的解释。要清晰的认识问题，还是要上升到无形式作用论，也摆脱不了无形式作用论，不自觉的就使用了无形式作

用论，因为它是形而上学的基本规律。在概率论的讨论中，即使从形式化的数学描述开始，最终仍需上升到本体论层

面，揭示隔离与自由动力的对立。

量子的概率性是量子本身的动力变化在宏观世界的显现，是隔离性的显现。也就是，通过测量，量子的本身的动力性

转化成了宏观世界的隔离性，而在宏观世界中得以显现。也就是说，在宏观世界中，概率能够显现量子的动力变化。

值得注意的是，这种显现是跨越不同世界的显现。这表明量子力学中的测量可以被理解为将量子世界的动力转化为宏

观世界的隔离的过程。

其实，概率也能表现宏观世界中的动力变化，比方说，掷硬币，如果不断的掷硬币，得到的结果正面或反面朝上的可

能性都是百分之五十。在这整个的无限过程中的可能性是无限变化的，充满了不确定性。有可能连续掷了十次都是正

面，也可能连续掷了一百次都是反面，可能性一直在动态变化。但是我们无法显现这种无限性的变化，所以要用概率

这种有限的隔离性来表达显现出这种无限性的变化。概率将无限的可能性简化为一个数值，例如 50%，使其能够被我

们理解和运用。概率不仅仅是数学上的概念，它也反映了无形式作用论的原理。概率是隔离作用对动力变化的简化和

表达，它使我们能够在有限的认知范围内理解和预测无限的可能性。

（4.2）复数的本质

对于复数 c = reiθ，尽管 i 是一个确定的数学对象，其引入的相位旋转赋予了复数动态性和不确定性，θ可以对应无数

个角“θ+2πk”，它是多值的，这种多值性意味着复数的值在某种程度上无法被完全“固定”，因此 c 是不确定的。

因此说，复数就是对不确定性的事物的数学表达。刚开始的时候，我们直接把概率线性集合的元素的系数定义为复数。

但是为什么要把元素的系数定义为复数并没有给出一个解释。在附录中，我们已经知道，由于概率与 Vᵢ的形状无关性，

而相位圆又是最简单的图形，所以，可用相位圆的面积与总面积的占比来表示具体事件的概率。而复数 c = reiθ是和相

位圆关联的。所以，我们可以用复数作为概率分布结构的线性组合的系数。现在，我们明白了，在数学上复数表达的

就是事物的不确定性的状态。并且通过这种定义，我们获得了对概率值的恰当解释，形成了一个相容的体系。

那么，如何将复数的不确定性，转化为确定的概率值呢？考虑复数 c = reiθ及其共轭 c∗ = re−iθ（它代表了 c 的反向

变化）。它们的乘积为：



c ⋅ c∗ = reiθ ⋅ re−iθ = r2

相位θ和 −θ抵消，留下实数的概率值 r²，消除了不确定性。这种模平方的操作在量子力学中自然出现。

在量子力学中，投影算符Pn的作用是将ψ投影到ϕn上，投影结果为 Pnψ = ⟨ϕn∣ψ⟩ϕn。计算投影状态的范数平方：

∥ Pnψ∥2 = ⟨Pnψ∣Pnψ⟩ = |⟨ϕn∣ψ⟩|2⟨ϕn∣ϕn⟩

由于本征态 ϕn 是归一化的，⟨ϕn∣ϕn⟩ = 1，因此：

∥ Pnψ∥2 = |⟨ϕn∣ψ⟩|2

这个值正是测量概率 P(an)。投影算符通过内积和模平方的计算，自然消除了相位的影响，留下一个确定的概率值。

对于经典概率， ci =
1
n
eiθi中的相位角θi是有意义的，θi在经典概率中是可以人为控制（或设定）的，比方说，投一

次硬币就可以看作是一个周期 2π。这个周期依赖人为的开始。这个事件就是一个动力性的事件，这个动力性的事件

其实是受到了隔离的作用而结束了，从而显现出了确定性的硬币的一个面。这样的周期是有意义的，因为它代表一个

动力事件的开始、过程和结束，否则我们不会获得概率的结果。

而在量子概率中，θi 是量子态演化的固有属性，体现在如 eiθi的相位因子中。它随时间按照量子力学规律（如薛定

谔方程）自主演化，例如 θi(t) =− Eit/ℏ ，其中 Ei是能量， ℏ 是约化普朗克常数。这种演化无法被人为控制或设定。

量子概率中的相位角θi的周期变化也是受到了隔离的作用（测量带来的隔离作用）而结束的。

这里可以看到量子世界的动力和隔离世界的动力的区别，隔离世界的动力是可以人为控制的，而量子世界的动力是自

主的。这是两种概率的区别，隔离世界的概率具有一定的隔离的可控性。

（5）量子干涉

干涉项源于“相位圆”之间的相互作用，是“动力世界”内在关联性的数学体现，它在“显现”为经典概率之前，遵循着不同

于经典叠加的“动力”规则。

让我们来逐步分解这个解释：

（5.1）从经典概率到量子概率的飞跃：引入相位

经典概率： 正如附录中所展示的，经典概率 P(Vᵢ) = aᵢ = |cᵢ|²。在这里，我们只关心每个“相位圆”的面积（模的平方），

而忽略了其相位角 θᵢ。经典事件的叠加（如 P(A∪B) = P(A) + P(B)）是在概率这个实数层面上进行的。

量子概率： 量子力学的核心洞察是，在最终“显现”为概率之前，系统状态的叠加是在概率幅 cᵢ 这个复数层面上进行

的。



（5.2）干涉项的数学来源：概率幅的叠加

考虑一个双缝实验的简化模型。电子可以从缝 1 走，也可以从缝 2 走。

状态： 量子态是两个可能路径的叠加：|ψ⟩ = c1|路径 1⟩ + c2|路径 2⟩。

在屏幕某点 X 的概率： 物理上，是到达该点的波函数的叠加。我们可以简化为 ψ(X) = ψ1(X) + ψ2(X)，其中ψi(X)是电

子走路径 i 到达点 X 的概率幅。

概率计算：

P(X) = |ψ(X)|2 = |ψ1(X) + ψ2(X)|2
= (ψ1 + ψ2)(ψ1

∗ + ψ2
∗)

= |ψ1|2 + |ψ2|2 + ψ1ψ2
∗ + ψ1

∗ψ2

|ψ1|2 = P1：只开缝 1 时，在 X 点找到电子的概率。

|ψ2|2 = P2：只开缝 2 时，在 X 点找到电子的概率。

ψ1ψ2
∗ + ψ1

∗ψ2 = 2Re(ψ1ψ2
∗)：这就是干涉项。

（5.3）干涉项的“无形式作用论”解释：

“动力世界”的内在逻辑： 在未被测量时，电子处于“概率线性集合”所描述的“动力世界”中。在这个世界里，不同的可

能性（路径 1，路径 2）不是像经典事件那样相互“隔离”的，而是通过其相位(eiθ)相互关联、动态演化的。

相位圆的“互动”： 我们可以将干涉项 2Re(ψ1ψ2
∗)想象为两个“相位圆”（代表路径 1 和路径 2）在叠加过程中的相互作

用。

ψ1 = P1eiθ1

ψ2 = P2eiθ2

2Re(ψ1ψ2
∗) = 2 P1P2cos(θ1 − θ2)

哲学解读：

1）非隔离性： 在动力世界中，不同的可能性（路径）并非完全隔离的实体。它们的相位差 (θ₁ - θ₂) 决定了它们是相

互增强（相长干涉，cos>0）还是相互削弱（相消干涉，cos<0）。当多个路径（可能性）汇集于一点时，是它们的概率

幅（复数）进行矢量相加，而非概率（实数）相加。这种基于相位的相互影响，正是动力世界非隔离性的体现。干涉

项的存在，是“动力世界”中不同可能性之间非隔离性的证据。在经典（隔离）世界中，走路径 1 和走路径 2 是两个被

严格隔离的、互不相干的事件。但在动力世界中，它们作为一个统一的“概率线性集合”的内在组成部分，通过相位相

互“感知”和“影响”。这种基于相位的内在关联，正是动力世界与隔离世界在“隔离”基础结构上的根本不同。



2）动力作用的体现： 每个概率幅 cᵢ都对应一个“相位圆”，其相位角 θᵢ并非一个无关紧要的参数。正如前面所讨论的，

量子相位是量子态自主演化的固有属性，与时间演化 θ(t) = -Et/ħ密切相关。因此，相位可以被视为量子在动力世界中

历经不同路径时留下的动力学“指纹”。干涉项的大小和符号，直接取决于不同路径的相位差 (θ₁ - θ₂)。这深刻地表明，

干涉现象不是一个静态的属性，而是一个动力学的结果。

3）隔离的作用： 干涉项是量子态在最终“显现”（坍缩为确定位置，即|ψ|²）为经典概率之前的状态。在概率幅 ψ 这

个层面，系统遵循的是动力世界的叠加规则（矢量相加），包含了干涉项；而在概率 P 这个层面，系统遵循的是隔离

世界的叠加规则（概率相加），干涉项消失了。

当我们试图通过测量来确定粒子究竟走了哪条路径时（例如，在其中一个缝口放置探测器），我们实际上是施加了一

次强大的“隔离作用”。这个作用强行将“走路径 1”和“走路径 2”这两个内在关联的可能性，分离成了两个独立的、经典

的事件。这种强制的隔离切断了不同路径之间的相位关联，使得它们无法再进行动力学上的相互作用。结果就是，干

涉项 I 消失了，概率重新回到了经典世界的简单相加规则 P = P₁ + P₂。因此，测量不仅仅是“读取”信息，更是一种改变

逻辑规则的行为——它迫使一个遵循“动力世界”叠加规则（包含干涉）的系统，退化为一个遵循“隔离世界”叠加规则（无

干涉）的系统。这再次表明，量子力学与经典物理学的根本区别，不在于具体的物质或力，而在于它们所遵循的、由

不同无形式作用主导的、根本不同的逻辑规则。

（5.4）总结：

在测量（隔离作用）发生之前，处于“动力世界”的量子系统，其内部不同的可能性（由基集元素代表）并非完全独立

的。它们通过各自的相位（动力演化的体现）进行着一种内在的、非隔离的相互作用。干涉项正是这种基于相位的相

互作用在最终概率显现上的数学表达。

当测量发生时，强大的“隔离作用”被施加，这种内在的、基于相位的动力学关联被切断，不同的可能性被强制分离（坍

缩），干涉项因此消失，系统退化到只遵循经典概率相加规则的隔离世界。从而在我们的测量结果中呈现出非此即彼

的、确定的粒子性行为。

因此，干涉项是“动力世界”内在逻辑的直接证据，是其“非隔离性”和“动态性”的集中体现。 如果系数仅仅是实数（即

没有相位），那么 c₁*c₂ 就没有交叉项，干涉现象就永远不会发生。正是复数所携带的相位信息eiθ，才使得干涉成为

可能。

（6）我们考察一下人类社会的自由

我们来探讨一下自由，对于动力世界的自由，我们从概率线性集合中看到的就是不确定性。这种不确定性在隔离世界

的表现就是可选择性。这种可选择性就是概率在隔离世界的表现，它表现为从多个可能性中选择其中的一个，这就是

可选择性。在隔离世界中自由表现为选择性。在量子世界中，量子的自由具有自主性（自主演化），量子的自主性导

致了量子态之间具有相干性（含有干涉项）。在动力世界中自由表现为相干性。而在显现的世界中，对象之间的关系

已经不再有这样的相干性，因为，显现的世界具有透明性，没有阻碍，因此，在显现世界中自由表现为任意性。

利用自由的这三种分类，我们来考察一下人类社会的自由。

1）选择性的自由：在资源、机会或条件有限的情况下，人只能被迫在少数甚至只有一种选择中做出决定。这是一种受

限的、受控制、被迫的自由。比方说，在奴隶社会中，奴隶只能按照奴隶主的意愿来被迫做出决定，奴隶的自由没有

自主性。但是，奴隶主的自由（奴隶主对奴隶）却有了一定的自主性和任意性，这是单向的自由。这种自由虽然是建

立在奴隶身上的自由，但是，这是人类出现自主性自由的开始。这是人类社会的进步。

2）相干性的自由：我们的自由有了自主性，我们有多种选择性，但是会涉及到其它的人，每个人的选择性就不是确定

的，但是当多个人选择的时候，我们的自由就具有了相干性，因为一个人的自由选择会影响别人的自由选择。这种自

由会产生人与人之间冲突或相容，就像量子双缝实验产生的干涉条纹。这种自由给人类社会带来了大量的冲突和灾难，



但这也是人类社会的进步，因为这出现了每个人的自由，每个人都想争取自由。为了避免这种自由所带来的大量的冲

突和灾难，迫使人们寻找更高级的自由。

3）任意性的自由：我们制定了平等的规则，大家都遵守这些规则。这样这些规则对每个人都是透明的。我们每个人在

规则允许的范围内就是任意的自由了。这是一种高级的、由规则（形式）的“透明显现”所保障的自由。这种自由还使

得人们产生了平等的观念，高级的自由和平等是不可分的。

这三种自由构成了一个从低级到高级的发展层次。
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附录

从等概率到概率论：一种基于 Voronoi 图和拓扑学的几何构造

孙洪波

2025 年 4 月 7 日

Abstract

本文提出了一个新颖的概率论框架，它建立在等可能性这一基本原则之上。我们首先展示了概率的基本属性——非负

性、归一性和可加性——如何直接从“从 n 个等可能对象中选取一个”的直观概念中导出，而无需预设柯尔莫哥洛夫

公理。然后，我们引入 Voronoi 图，不将其作为概率的定义，而是作为概率分布的一种强大的几何表示，其中单元格

的面积对应于概率值。这种几何视角揭示了概率的抽象本质：它独立于具体实体，并且可以从根本上与复系数的模方|��|2

联系起来。通过将 Voronoi 单元格等同于“相位圆”并将其映射到希尔伯特空间的基向量，我们为统一经典概率和量

子概率建立了一个拓扑基础，其中量子概率表示为 P(|ei⟩) = |ci|2。该框架利用三维管状结构扩展到连续分布，并融合

了条件概率和贝叶斯推断，展示了其通用性。我们的方法为概率提供了一个统一且直观的视角，在量子信息、随机几

何和统计物理等领域具有潜在应用。

引言

传统的概率论建立在柯尔莫哥洛夫提出的三个基本公理之上：

1. 非负性: �(�) ≥ 0;

2. 归一性: �(Ω) = 1;

3. 可加性: 对于互斥事件, � ⋃�� = ∑�(��)。

尽管这些公理在数学上是严谨的，但它们主要描述了概率的“属性”，其抽象性使得难以直观地表达概率的本质[1]。

为了克服传统概率论的抽象性，本文提出了一个直观的概率框架，其基础是“从�个等可能对象中随机选取一个的概率

是
1
�
”这一概念，这被认为是最原始、最直观的概率形式。这种形式不需要复杂的数学构造，直接源于“等可能性”的

常识，例如掷骰子或抽奖中的等概率，其简洁性和直观性几乎无法再简化。



在一个离散样本空间Ω = {�1, �2, …, ��}中，�({��}) =
1
�
，这可以通过子集的计数比例扩展到任何事件。为了将这种直

观性扩展到连续情况，我们通过离散化的极限过程推导出连续均匀分布的概率密度函数。

想象将一个有限的连续区域�（测度为�) 分成�个测度相等的子区域��，每个子区域的测度为
�
�
，其概率为：

�(� ∈ ��) =
1
� =

�(��)
�

.

当� → ∞时，子区域趋于无穷小，并假设密度函数为��(�) = �，归一化条件 �
​ ��  �� = � ⋅ � = 1得出� = 1

�
。因此，连

续均匀分布的密度函数是��(�) =
1
�
。

通过使用 Voronoi 图[2]将�划分为子区域��（每个测度为�� = �(��))，随机点�落入��的概率是：

�(� ∈ ��) =
��

​
��� (�) �� =

��
�
.

这个表达式直接将概率与“子区域测度与总测度的比例”联系起来，将概率重新定义为“面积比例”——一个易于可

视化的概念。通过这种方式，我们将概率论建立在最直观的基础之上：“从�个对象中随机选取一个的概率是
1
�
”。

为增强框架的普适性，我们利用三维管状结构将其扩展到连续概率分布，其中横截面相位圆代表概率密度[4]，并通过

条件概率和贝叶斯推断[5]实现动态概率更新。与传统几何概率关注特定空间分布不同，本框架通过 Voronoi 图和管状

结构统一了离散、连续和量子概率，提供了一个普适的几何-拓扑视角。通过理论推导、几何建模和具体应用，本文展

示了该框架如何为量子信息处理、随机几何和统计物理等领域提供一个直观且普适的概率建模工具。

Voronoi 图的几何基础

Voronoi 图的定义

Voronoi 图是一种基于种子点的空间划分方法[2]。给定一个二维区域� ⊂ ℝ 2，其归一化面积为�(�) ≡ 1，以及一组种

子点 �1, �2, …, �� ⊂ �，Voronoi 图将�划分为�个单元格 �1, �2, …, �� ：

�� = � ∈ �∣�(�, ��) ≤ �(�, ��), ∀� ≠ � ,

其中�是欧几里得距离，定义了在ℝ 2中的邻近关系。种子点��可以随机选择或根据问题进行优化。每个单元格的面积

为�� = ��
​ �� � ��，满足：

�=1

�

��� = 1.

初步的概率定义

考虑一个随机变量� ∼ Uniform(�)，它在�上均匀分布。�落入��的概率是：



�(� ∈ ��) =
�(��)
�(�)

= ��.

这个定义满足概率的基本属性：

 非负性: �� ≥ 0,

 归一性: �=1
� ��∑ = 1,

 可加性: 对于不相交的��和��, �(� ∈ �� ∪ ��) = �� + ��.

概率�(��) = ��与��的形状无关，仅依赖于其测度��。这说明了概率的抽象性，为引入复系数奠定了基础。

拓扑学的引入

对 Voronoi 图进行拓扑化

我们将�视为一个二维拓扑流形，赋予其标准的欧几里得拓扑�，即(�, �)。Voronoi 单元格��是具有开放内部的闭子集，

构成了�的一个有限覆盖。

为了连接经典概率和量子概率，我们引入一个希尔伯特空间� = ℂ�，其正交归一基向量 �1 , �2 , …, �� 与

�1, �2, …, �� 一一对应。这种对应关系表明，概率可以超越特定的几何或物理形式，在一个抽象的数学结构下得到统

一。

测度与概率

在(�, �)上，我们采用由�生成的 Borel �-代数所产生的 Borel 测度�。对于每个��，我们有：

�(��) = ��, �(�) =
�=1

�

�� (��) = 1.

概率定义为：

�(��) = �(��) = ��.

Borel 测度适用于连续空间。例如，如果�是单位圆盘，种子点均匀分布，则�(��) = ��直接反映了几何划分。

形状不变性与测度不变性

概率�(��) = ��仅依赖于测度�(��)，而与形状无关。定义一个保测度的同胚映射�: � → �′，对于任何可测集�满足

�(�−1(�)) = �′(�)。那么：

�′(�(��)) = �(��) = ��.

例如，��可以通过一个保测度的同胚映射转换为一个面积为��的圆��，同时保持概率��不变。这表明概率独立于具体的

几何形式，仅依赖于测度，这为使用复系数提供了正当性。



引入复系数和相位圆

从几何测度到复系数

由于�(��) = ��与形状无关，我们将��等同于一个面积为��的圆��。定义系统状态为：

� =
�=1

�

��� ��,

其中复系数为：

�� = ������, �� = ��, �� ∈ [0,2�).

因此：

�� 2 = ��2 = ��.

概率为：

�(��) = �� 2 = ��.

归一化条件成立：

�=1

�

�� 2� =
�=1

�

��� = 1.

这表明，概率的本质独立于具体实体（例如��的形状），仅由复系数的模方 �� 2决定。 在希尔伯特空间�中，量子态

定义为：

|�⟩ =
�=1

�

��� �� .

投影概率为：

� �� = ��∣� 2 = �� 2 = ��.

因此：

�(��) = � �� = �� 2 = ��.

相位圆的几何与概率

在深入探讨相位圆的几何特性之前，必须强调一个支撑我们框架的自然对应关系：每个希尔伯特空间基向量 �� ，关联

一个复系数�� = ������，直接对应一个半径为�� = ��的相位圆��，其中�� = �(��)是 Voronoi 单元格的测度。这种对应

关系不仅仅是数学上的便利，更是概率抽象本质的深刻反映。在数学上，模�� = ��决定了概率�(��) = �� 2 = ��，将��
的几何面积与 �� 的量子概率对齐。这种自然对应确保了每个��都作为 �� 的几何体现，统一了 Voronoi 图的空间划分与

量子态的概率结构。 每个��等价于一个面积为��的圆��。如果��的半径为��′，那么：

�(��′)
2 = ��, ��′ =

��
�
.



为了与量子概率统一，我们定义：

�� = ������ ,

使得：

�� 2 = ��.

这解释了概率的普适形式：任何概率�(��) = ��都可以表示为 �� 2，因为 ��自然地定义了概率幅的模。这种形式与量子

力学中的振幅平方规则是一致的。

相位圆的拓扑解释

相位��构成了单位圆�1，对应于纤维丛� = � × �1，其底空间为�，纤维为�1。投影�: � → �将(�, ���)映射到� ∈ �。每

个�� × �1捕捉了�� = ������的动态演化，为量子概率中的干涉效应（例如双缝实验中的相位差）提供了拓扑基础。

通过三维管状结构实现连续概率分布

为了将我们的框架扩展到连续概率分布，我们提出了一个三维几何模型：一个实体管状结构� ⊂ ℝ 3，其中心轴为

�(�): [0,1] → ℝ 3，由� ∈ [0,1]参数化。轴线�(�)可以是直线、曲线或更复杂的路径，具体取决于应用。在每个点�(�)，
横截面是一个面积为�(�) = ��(�)2的相位圆，其中�(�)是半径，代表了局部概率密度�(�) = �(�)。管状结构的体积是归

一化的：

�(�) =
0

1
�� (�) �� = 1.

我们定义一个复值函数�(�) = �(�)���(�)，其中�(�) ∈ [0,2�)是相位，使得概率密度为：

�(�) = |�(�)|2 = �(�).

该管状结构构成了一个纤维丛� = � × �1，底空间为�，纤维为�1，捕捉了对量子概率至关重要的相位动态。

示例1：均匀分布 对于一个直圆柱管，其中�(�)是一条直线且�(�) = ��02 = 常数，概率密度是均匀的：�(�) = �(�) = ��02，

且 0
1�� �02 �� = ��02 ⋅ 1 = 1，这意味着�0 =

1
�
。

示例 2：高斯分布 对于一个横截面积服从高斯分布的管状结构，例如�(�) = 1
2��

�−
(�−�)2

2�2 ，概率密度�(�) = �(�)代表了

均值为�、方差为�2的高斯分布。对于� ∈ ℝ ，归一化条件 −∞
∞ �� (�) �� = 1成立，展示了该框架在建模连续分布方面的

灵活性。在实际应用中，我们可以将�限制在有限区间内，并相应调整归一化。

该模型与量子力学一致，其中�(�) = �(�)可视为波函数，而�(�) = |�(�)|2遵循玻恩定则。通过管状结构向连续分布的

扩展，不仅保留了我们框架的几何和拓扑本质，还为统计物理或量子场论中的概率流提供了一种自然的表示。

经典概率与量子概率的统一

经典概率的解释

经典概率基于几何测度，但从根本上由复系数决定。例如，在一个非均匀分布中：

 设� = 2, �1 = 0.2, �2 = 0.8.



 定义�� = ������, 则：

�(�1) = �1 2 = 0.2, �(�2) = �2 2 = 0.8.

 状态为：

� = 0.2���1�1 + 0.8���2�2.

相位��不影响经典概率，并且：

�(�1) + �(�2) = 0.2 + 0.8 = 1.

这表明经典概率�(��) = ��可以通过 �� 2来表示，且与具体几何形状无关。

量子概率的解释

在量子力学中， �� 对应于��。对于状态：

|�⟩ =
�=1

�

��� �� , �� = ������ ,

概率为：

� �� = �� 2 = ��.

例如，在一个自旋-1/2 系统中：

 �1 = | ↑ ⟩, �2 = | ↓ ⟩.

 设�1 = 0.5, �2 = 0.5, 则：

|�⟩ = 0.5���1| ↑ ⟩ + 0.5���2| ↓ ⟩.

 概率：

�( ↑ ) = 0.5, �( ↓ ) = 0.5.

相位差�1 − �2会影响实验中的干涉图样，反映了量子特性。

线性组合与相位圆的对应关系

为进一步阐明经典概率与量子概率的统一，我们观察到概率框架可以通过复系数的线性组合进行推广，其中相位圆��
作为量子本征态和经典事件的通用代表。具体而言：

对于量子态|�⟩ = ∑��|��⟩，每个基向量|��⟩对应一个 Voronoi 单元格��，被解释为一个面积为�� = �(��)的相位圆。系统

状态可表示为� = ∑����，其中�� = ������。通过比较形式|�⟩ = ∑��|��⟩和� = ∑����，我们得出结论，量子概率�(|��⟩) =
|��|2 = ��与具体的本征态|��⟩无关，仅依赖于复系数��。因此，相位圆��有效地替代了|��⟩，|��⟩的概率等同于��的概率。

同样，任何经典概率分布� = {�1, �2, …, ��}，其中��是事件��的概率，都可以表示为线性组合� = ∑����，其中�� = ������,
�� = ��, 且|��|2 = ��。由于概率满足非负性和归一性（∑�� = 1)，每个事件��对应一个面积为��的相位圆��。系统状

态� = ∑����与� = ∑����形式相同，表明经典概率�(��) = �� = |��|2与具体事件��无关，仅依赖于复系数��。因此，相位

圆��可以替代��，且�(��) = �(��)。



这种对应关系揭示了任何概率——无论是经典的还是量子的——都可以表示为一个线性组合� = ∑����，并具有相应的

相位圆形式� = ∑����。概率�(��) = |��|2因此从��的具体性质（无论是本征态还是事件）中抽象出来，仅由复系数的模

方决定。另一方面，� = ∑����代表了一个概率分布结构。因此，所有由� = ∑����表示的概率分布结构与所有由� = ∑����
表示的概率分布结构之间，基于概率分布结构本身存在一一对应关系。因此，任何事件或本征态的概率都等同于其对

应相位圆的概率，从而统一了两个领域的概率数学结构。这种抽象与框架强调的概率形状不变性相一致，并支持将相

位圆作为概率信息通用载体的拓扑解释。

几何-拓扑框架中的条件概率

条件概率通过将概率测度限制在底空间或希尔伯特空间的子集上，扩展了我们的框架。

经典条件概率：考虑一个子集� ⊂ �，其测度�(�) > 0。对于任何事件��，给定�的条件概率是：

�(��|�) =
�(�� ∩ �)
�(�)

.

如果�� ⊆ �，则�(�� ∩ �) = ��，所以�(��|�) =
��
�(�)

。更一般地，如果�� ∩ � ≠ ∅，�(�� ∩ �)反映了重叠部分。定义新的

复系数：

��′ =
�(�� ∩ �)
�(�)

���� , �(��|�) = |��′|
2.

示例：设�被划分为四个 Voronoi 单元格�1, �2, �3, �4，面积分别为�1 = 0.2, �2 = 0.3, �3 = 0.3, �4 = 0.2。设� = �1 ∪ �2，
所以�(�) = 0.5。对于事件� = �2 ∪ �3，由于� ∩ � = �2，�(� ∩ �) = 0.3，因此：

�(�|�) =
0.3
0.5

= 0.6.

对于�2 ⊆ �，�(�2|�) =
0.3
0.5
= 0.6，此时�2′ = 0.6���2。

量子条件概率：在希尔伯特空间ℋ 中，事件�对应于投影到子空间ℋ � = span{|��⟩}�∈�。对于状态|�⟩ = ∑��|��⟩，条件概

率是：

�(|��⟩|�) =
|��|2

�∈�
​ |∑ ��|2

=
��

�∈�
​ ��∑

, � ∈ �.

新的系数为��′ = ��

�∈�
​ ��∑

。对于一个自旋-1/2系统，状态为|�⟩ = 0.7���1| ↑ ⟩ + 0.3���2| ↓ ⟩，且� = | ↑ ⟩⟨ ↑ |，我们有�(| ↑

⟩|�) = 1，�1′ = ���1。

连续情况：对于管状结构�，条件概率将测度限制在一个子区域，例如� ∈ [�1, �2]。条件概率密度是：

�(�|�) =
�(�)

�1
�2 �� (�′) ��′

, �′(�) =
�(�)

�1
�2 �� (�′) ��′

���(�).



示例：对于一个在� ∈ [0,1]上�(�) = 1的均匀管状结构，且� = [0.2,0.8]，条件密度是：

�(�|�) =
1

0.2
0.81�  ��′

=
1
0.6

, � ∈ [0.2,0.8].

因此，�′(�) = 1
0.6
���(�) ≈ 1.291���(�)，且�(�|�) = |�′(�)|2 = 1

0.6
。

几何-拓扑框架中的贝叶斯推断

贝叶斯推断通过基于观测更新概率来扩展我们的框架，这通过几何上的重新缩放和复系数来表达。

经典贝叶斯推断：考虑假设��对应于 Voronoi 单元格��，其先验概率为�(��) = �� = |��|2。对于一个观测�，似然�(�|��)

可根据具体模型定义。例如，如果�是�的一个子集，�(�|��) =
�(��∩�)

��
。后验概率为：

�(��|�) =
�(�|��)�(��)

�(�)
=
�(�� ∩ �)
�(�)

= ��′ ,

其中�(�) = �(�)，新的系数为��′ = ��′�
���。示例：对于�1, �2, �3，�1 = 0.4, �2 = 0.3, �3 = 0.3，设�的测度�(�) = 0.5，

�(�1 ∩ �) = 0.2，�(�2 ∩ �) = 0.2，�(�3 ∩ �) = 0.1。那么：

�(�1|�) =
0.2
0.5

= 0.4, �(�2|�) = 0.4, �(�3|�) = 0.2.

量子贝叶斯推断：对于状态|�⟩ = ∑��|��⟩，观测�是投影到子空间ℋ � = span{|��⟩}�∈�。后验概率为：

�(��|�) =
��

�∈�
​ ��∑

, � ∈ �,

系数为��′ = ��

�∈�
​ ��∑

����。

连续情况：在一个管状结构�中，先验密度为�(�) = �(�)。给定观测�，似然为�(�|�) = �(�, �)，后验密度为：

�(�|�) =
�(�, �)�(�)

0
1 �� (�′, �)�(�′) ��′

,

系数为�′(�) = �(�,�)�(�)

0
1
�� (�′,�)�(�′) ��′

���(�)。 示例：对于一个�(�) = 1的均匀管状结构，假设在� = 0.5处观测到�，似然

为�(�, �) = 1
2��

�−
(�−0.5)2

2�2 。后验概率为：



�(�|�) =
�−

(�−0.5)2

2�2

0
1 �−

(�′−0.5)2

2�2� ��′
,

它近似为一个以� = 0.5为中心、截断在[0,1]区间内的高斯分布。

结论

本文从等可能性原则出发，构建了一个概率论框架，利用 Voronoi 图和拓扑学揭示了概率的抽象本质。主要贡献包括：

 将��的概率定义为面积比��，通过相位圆等价性引入复系数�� = ������，使得�(��) = |��|2。

 利用三维管状结构扩展到连续分布，其中横截面相位圆代表概率密度。

 融合了条件概率和贝叶斯推断，实现了在几何-拓扑结构内的动态更新。

 为玻恩定则[3]提供了几何-拓扑解释，通过线性组合和相位圆对应关系统一了经典概率和量子概率。

对连续分布、条件概率和贝叶斯推断的融合验证了该框架的普适性，可能使其成为几何和量子背景下传统概率论的一

种多功能替代方案。未来的研究可以探索高维 Voronoi 图的拓扑性质、管状结构的计算优化，以及在量子态重构、复

杂系统分析和跨学科概率建模中的应用。
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